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基于刚性约束的双移动机器人协同定位
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（１．河南科技大学信息工程学院，河南洛阳４７１０２３；２．电子科技大学信息与通信工程学院，四川成都 ６１１７３１）

　　摘　要：　准确、快速的状态估计是保证多机器人顺利完成协作搬运任务的关键．然而，大部分现有多机器人协同
定位方法都存在一定的局限性，往往无法同时兼顾定位精度与计算复杂度．因此，本文从协作搬运任务的特点出发，将
距离与方位的刚性约束条件引入协同定位中，同时根据机器人之间的紧密耦合关系建立起通用有效的运动模型和量

测模型．最终在此刚性约束系统建模的基础上，提出一种基于高斯厄米特求积分卡尔曼滤波（ＱｕａｄｒａｔｕｒｅＫａｌｍａｎＦｉｌ
ｔｅｒ，ＱＫＦ）的双移动机器人协同定位方法．仿真实验结果表明：与基于无约束模型的ＱＫＦ协同定位方法相比，本文所提
方法不但具有更高的定位精度，而且计算复杂度大大降低，有助于实现多机器人实时协同定位．
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１　引言
　　多移动机器人因其能够完成大型重物、复杂零部
件的协作搬运任务，具有单体移动机器人无法比拟的

优势与潜能，目前已被广泛应用于军事和民用领

域［１～３］．其中，如何对它们进行精确定位是顺利完成搬
运任务的基础和关键［４］．然而，由于传统定位（如视觉
定位［５，６］、组合导航［７］等）方法通常没有考虑协作机器
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人之间的相关性，致使所计算得出的相对信息往往具

有较大误差，从而无法保证搬运任务中多机器人协同

控制的精确性［８］．
多机器人协同定位（ＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＬｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＣＬ）

为解决该问题提供了有效途径，即能够充分利用机器

人间的交互信息来改善定位性能［９］，具有计算效率

高、鲁棒性强等优点［１０］．现有主流协同定位方法主要
基于滤波器实现［１１］，由于该类方法能够从含有噪声的

量测数据中递归估计出机器人的位姿状态，具有较好

的实时性，因此得到了广泛研究．例如王玲等［１２］使用

扩展卡尔曼滤波（ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）融合相
对方位实现协同状态估计，但定位精度一般．因此
Ｂｕｒｃｈｅｔｔ［１３］从滤波器角度出发，使用精度更高的无迹
卡尔曼滤波器（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）以降低
估计误差．而华承昊等［１４］则根据最大熵博弈挑选出一

致程度最优的量测信息对定位精度进行改善．然而，
相对量测数据的精确性易受到环境、传感器性能及量

测噪声影响，会使得滤波器性能不可避免地产生下

降．为解决此问题，许多文献根据任务或模型特性添
加约束条件来限制误差上界，例如 Ｌｉｕ等［１５］利用约束

因子剔除精确度较差的量测值以削弱其对性能带来

的不利影响．Ｉｎｄｅｌｍａｎ等［１６］则通过构建基于三视图几

何约束的量测方程来限定待估计状态的空间范围．这
些方法虽然能在不同程度上提高协同定位性能，却是

以增加其计算负担为代价．为此 Ｎｉｌｓｓｏｎ等［１７］将足间

距离约束引入步进运动模型，能够在保证定位精度的

前提下显著降低计算复杂度．但该模型并不适用于多
机器人协作搬运任务．

因此，本文以双移动机器人协作搬运任务为背

景，旨在解决现有基于约束的协同定位方法难以同时

保证定位精度与计算效率的问题．通过引入刚性约束
条件得到定位状态间的耦合关系，进而建立基于刚性

约束的双机器人协同运动模型与量测模型，并在此基

础上结合高精度的高斯厄米特求积分卡尔曼滤波器
（ＱｕａｄｒａｔｕｒｅＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＱＫＦ），提出一种基于刚性
约束的协同定位方法，以实现多机器人精确、快速的

位姿估计．

２　多机器人系统模型

２．１　环境假设
若Ｎ个同构移动机器人在二维平面中运动，为了能

够获取用于协同定位的足够信息，需满足以下假设条件：

　　假设１　每个机器人均配备能够感知自身运动的
内部传感器（可测得运动线速度与角速度）．
　　假设２　每个机器人配有外部传感器来测量其与
其他机器人之间的相对距离及相对方位，并识别出相

对信息的来源．
　　假设３　机器人之间可进行相互通信，能够实现各
机器人状态和量测信息的共享．
２．２　运动模型

为了从内部传感器测量到的运动信息中推算出机

器人的位姿，需首先建立运动模型．假设由 Ｎ个机器人
组成的多机器人系统在时刻 ｋ的状态向量为 ＸＲ，ｋ＝
［ＸＴＲ１，ｋ，Ｘ

Ｔ
Ｒ２，ｋ，…，Ｘ

Ｔ
ＲＮ，ｋ］

Ｔ，则第 ｉ个机器人 Ｒｉ的离散运动
方程为：

ｘｉ，ｋ＋１＝ｘｉ，ｋ＋Ｔ·ｖｉ，ｋｃｏｓθｉ，ｋ
ｙｉ，ｋ＋１＝ｙｉ，ｋ＋Ｔ·ｖｉ，ｋｓｉｎθｉ，ｋ
θｉ，ｋ＋１＝θｉ，ｋ＋Ｔ·ωｉ，

{
ｋ

（１）

其中，ＸＲｉ，ｋ＝［ｘｉ，ｋ，ｙｉ，ｋ，θｉ，ｋ］
Ｔ表示第 ｉ个机器人 Ｒｉ的状

态向量，ｘｉ、ｙｉ分别表示其在二维导航坐标系中的横纵坐
标，θｉ表示机器人朝向与导航坐标系 ｘ轴正半轴的夹
角，Ｔ为采样时间．ｕＲｉ，ｋ＝［ｖｉ，ｋ，ωｉ，ｋ］

Ｔ是控制向量，表示

控制运动输入的线速度与角速度．
假设ｕＲ，ｋ＝［ｕ

Ｔ
Ｒ１，ｋ，ｕ

Ｔ
Ｒ２，ｋ，…，ｕ

Ｔ
ＲＮ，ｋ］

Ｔ为多机器人联合

控制向量，则多机器人运动模型可表示为：

　　　ＸＲ，ｋ＋１＝ｆ（ＸＲ，ｋ，ｕＲ，ｋ，ｗＲ，ｋ）
＝ＸＲ，ｋ＋Ｔ·ΦＲ，ｋ（ｕＲ，ｋ＋ｗＲ，ｋ） （２）

其中，ｗＲ，ｋ＝［ｗ
Ｔ
１，ｋ，ｗ

Ｔ
２，ｋ，…，ｗ

Ｔ
Ｎ，ｋ］

Ｔ为过程噪声，ｗｉ，ｋ＝
［δｖｉ，ｋ，δωｉ，ｋ］

Ｔ服从高斯分布Ｎ（０，ＱＲｉ）．

若ＱＲｉ＝
σ２ｖｉ ０

０ σ２ω[ ]
ｉ

，那么ｗＲ，ｋ的协方差矩阵

ＱＲ＝

ＱＲ１ ０ … ０

０ ＱＲ２ … ０

   

０ ０ … ＱＲ













Ｎ

．

ΦＲ，ｋ＝

ΦＲ１，ｋ ０ … ０

０ ΦＲ２，ｋ … ０

   

０ ０ … ΦＲＮ，











ｋ

为驱动矩阵，其中的第ｉ个元素ΦＲｉ，ｋ＝
ｃｏｓθｉ，ｋ ０
ｓｉｎθｉ，ｋ ０









０ １
．

２．３　量测模型
在运动过程中，一旦机器人 Ｒｉ在某一时刻观测到

机器人Ｒｊ，即可利用其外部感知传感器测量到两者相
对信息．机器人Ｒｉ与 Ｒｊ之间的相对距离和相对方位可
由下式进行解算：

ｄｉｊ＝ （ｘｊ－ｘｉ）
２＋（ｙｊ－ｙｉ）槡

２ （３）

αｉｊ＝ｔａｎ
－１ ｙｊ－ｙｉ
ｘｊ－ｘ( )

ｉ

－θｉ （４）

８７７１
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其中，ｄｉｊ、αｉｊ分别为机器人Ｒｊ相对于Ｒｉ的距离和方位角．
假设共有ｐ个相对量测数据，则它们可共同组成相对量
测向量Ｚｒ＝［ｚｒ１，ｚｒ２，…，ｚｒｐ］

Ｔ．除了相对量测外，机器人还
有可能观测到一些全局信息．与此同时，若有 ｑ个绝对
量测数据，那么它们可组成绝对量测向量 Ｚａ＝［ｚａ１，ｚａ２，
…，ｚａｑ］

Ｔ．相应地，ｋ时刻多机器人系统量测模型的一般
形式为：

ＺＲ，ｋ＝
Ｚａ，ｋ
Ｚｒ，[ ]

ｋ

＝ｈ（ＸＲ，ｋ）＋ｖｋ （５）

其中ｈ（·）为量测方程，ｖｋ～Ｎ（０，Ｒ）为量测噪声且各

噪声分量相互独立．Ｒ＝
Ｒａ ０
０ Ｒ[ ]

ｒ

为量测噪声协方差矩

阵，其中Ｒａ＝ｄｉａｇ（σ
２
ａ１，σ

２
ａ２，…，σ

２
ａｑ）和Ｒｒ＝ｄｉａｇ（σ

２
ｒ１，σ

２
ｒ２，

…，σ２ｒｐ）分别为绝对和相对量测噪声的协方差矩阵．

３　基于刚性约束的双机器人系统模型

３．１　环境假设与约束条件
在协作搬运任务中，机器人的实际运动通常会受

到所搬运物体的限制．例如搬运物体是刚体，那么该限
制为刚性约束，在刚体与机器人构成的系统中，两机器

人被视作受约束体．在刚性约束下，运动需要满足一定
条件才能保证任务顺利执行［１８］，因此，通常需要满足

假设：

　　假设４　两机器人在协作搬运运动过程中，朝向始
终保持一致，以避免对刚体产生不同方向的拉伸力导

致其脱落．
　　假设５　在搬运过程中，刚体始终保持水平，与两
机器人的接触位置通过使用旋转机构（如机械臂末端

执行器、转台等）来固定，机器人可利用内部传感器测

量出所搬运刚体相对于自身机体的角度．
３．２　基于刚性约束的运动模型

由于引入了刚性约束，两机器人相对距离为定值，

假设两机器人几何中心连线长度为Ｌ，则有ｄｉｊ＝Ｌ（如图
１所示）．整个刚性约束模型可以类比为汽车转向机构，
其中两机器人相当于转向机构的两个转向轮，所搬运

刚体相当于转向机构中连接转向轮的前轴．由此刚性
约束下的相关状态可解算出两机器人的位姿，实现对

状态向量的降维．
基于以上思想，本文定义刚体状态为 Ｘ＝［ｘｃ，ｙｃ，

φ，θ］Ｔ，其中（ｘｃ，ｙｃ）为两机器人几何中心连线中点的坐
标，表示所搬运刚体的位置；φ为（ｘｃ，ｙｃ）到（ｘｉ，ｙｉ）延长
线与 ｘ轴正半轴夹角，表示刚体的姿态；θ为机器人朝
向与ｘ轴正半轴夹角，表示刚体的运动方向．那么由图
１可得状态转换关系：

ＸＲ＝

ｘｉ
ｙｉ
θｉ
ｘｊ
ｙｊ
θ

















ｊ

＝Ｔｒａｎ（Ｘ）＝

ｘｃ＋Ｌｃｏｓφ／２
ｙｃ＋Ｌｓｉｎφ／２

θ
ｘｃ－Ｌｃｏｓφ／２
ｙｃ－Ｌｓｉｎφ／２

















θ

（６）

其中Ｔｒａｎ（·）为将刚体状态 Ｘ转换为机器人状态 ＸＲ
的非线性转换函数．

由３．１中提到的假设条件可知，在协作搬运移动过
程中，两机器人的朝向角始终保持一致，那么当机体产

生转向运动时，它们的角速度将由于刚性约束始终保

持一致，因此控制向量可表示为ｕ＝［ｖｉ，ｖｊ，ω］
Ｔ，刚性约

束条件为：

ｘｃ＝（ｘｉ＋ｘｊ）／２
ｙｃ＝（ｙｉ＋ｙｊ）／２

θ＝θｉ＝θ
{

ｊ

（７）

由刚性约束可得到间隔时间为 Ｔ的机器人运动情
况（如图２所示）．当两机器人分别沿半径为ｒｉ和ｒｊ的圆
弧运动时，刚体的姿态角 φ会发生变化，但由于采样间
隔Ｔ很小，弧线运动距离可近似等于直线运动距离，因
此有

Δφ＝Ｔ·（ｖｊ－ｖｉ）／Ｌ （８）
联立式（１）、（７）和（８）可得基于刚性约束的双机器人
离散运动方程：
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ｘｃ，ｋ＋１＝ｘｃ，ｋ＋Ｔ·（ｖｉ，ｋ＋ｖｊ，ｋ）ｃｏｓθｋ／２
ｙｃ，ｋ＋１＝ｙｃ，ｋ＋Ｔ·（ｖｉ，ｋ＋ｖｊ，ｋ）ｓｉｎθｋ／２

φｋ＋１＝φｋ＋Ｔ·（ｖｉ，ｋ－ｖｊ，ｋ）／Ｌ

θｋ＋１＝θｋ＋Ｔ·ω










ｋ

（９）

相应的运动模型可表示为：

Ｘｋ＋１＝ｆ（Ｘｋ，ｕｋ，ｗｋ）＝Ｘｋ＋Ｔ·Φｋ（ｕｋ＋ｗｋ）（１０）
其中控制矩阵

Φｋ＝

ｃｏｓθｋ／２ ｃｏｓθｋ／２ ０
ｓｉｎθｋ／２ ｓｉｎθｋ／２ ０
１／Ｌ －１／Ｌ ０











０ ０ １

ｗｋ＝［δｖｉ，ｋ，δｖｊ，ｋ，δωｋ］
Ｔ 为过程噪声，服从高斯分布

Ｎ（０，Ｑ），Ｑ＝ｄｉａｇ（σ２ｖｉ，σ
２
ｖｊ，σ

２
ω）．

３．３　基于刚性约束的量测模型
由３．１中假设条件可知，刚体与两机器人机体的接

触位置是固定的，那么机器人之间无需进行相对距离

测量．相对方位则可通过机器人内部的角度传感器测
得，而无需使用任何外部传感器．因此，基于刚性约束的
量测模型为：

Ｚｋ＝
γｉ，ｋ－π
γｊ，[ ]
ｋ

＝ＨＸｋ＋ｖｋ （１１）

其中Ｈ＝
０ ０ １ －１[ ]０ ０ １ －１

为线性量测矩阵，ｖｋ～Ｎ（０，

Ｒ）为量测噪声，γｉ、γｊ为两机器人内部角度传感器读数，
分别表示水平旋转机构与机器人朝向之间的相对角

度．这两个角度量测看似是互补的冗余信息，但由于它
们各自的测量误差互不相关，因而均能提供有用的信

息．除此之外，机器人还可能获取绝对量测信息．假设机
器人Ｒｉ在ｋ时刻获得绝对位置量测（ｘ

ｏｂｓ
ｉ，ｋ，ｙ

ｏｂｓ
ｉ，ｋ），那么相

应的量测模型可表示为：

Ｚｋ＝

ｘｏｂｓｉ，ｋ
ｙｏｂｓｉ，ｋ
γｉ，ｋ
γｊ，











ｋ

＝ｈ（Ｘｋ）＋ｖｋ＝

ｘｃ，ｋ＋Ｌｃｏｓφｋ／２
ｙｃ，ｋ＋Ｌｓｉｎφｋ／２

φｋ－θｋ＋π
φｋ－θ











ｋ

＋ｖｋ

（１２）

４　基于刚性约束的双机器人ＱＫＦ协同定位
　　由于受到运动噪声及其他不确定性因素的影响，
直接使用运动模型推算所产生的位姿误差较大且随运

动距离累积，那么协同定位通过引入相对量测信息可

实现对误差的补偿．定位一般是实时进行的，通常可在
贝叶斯滤波框架内对运动模型和量测信息进行融合．
实际上，该框架内融合量测模型的定位问题可以描述

为对状态的后验概率进行估计的问题．求积分卡尔曼

滤波器［１９］是一种利用高斯厄米特积分逼近非线性系
统后验概率分布的高精度滤波器，然而其较高的计算

复杂度限制了它的应用范围．通过充分利用 ＱＫＦ的高
精度优势和刚性约束模型可对状态降维的特点，实现

定位精度和效率上的权衡，以满足协同搬运中对机器

人的定位需求．为此，本文提出一种基于刚性约束的双
移动机器人ＱＫＦ协同定位方法，具体如下．
４．１　状态初始化与参数初始化

首先，对刚体状态 Ｘ０及其协方差矩阵 Ｐ０进行初始
化．然后，合理设定 ＱＫＦ中的积分点数 ｍ，并求出多变
量积分点配置．需要注意的是，ｍ越大，则求积分过程使
用的积分点越多，计算量越大．

单变量积分点的配置需要首先找到厄米特多项式

Ｈｍ（λ）的ｍ {个根 λ}ｉ
ｍ
ｉ＝１，并计算其相应的求积分点与

系数：

ξｉ 槡＝２λｉ （１３）

ａｉ＝
２ｍ·ｍ！

ｍ２［Ｈｍ－１（λｉ）］
２ （１４）

对于ｎｘ {维变量的积分点配置向量集 ξ}ｉ
ｌ
ｉ＝１

{
与系数集

ａ}ｉ
ｌ
ｉ＝１，可通过Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ张量积对单变量配置进行扩

展得到，或通过构造三角对称矩阵 Ｊ来求得［２０］，其中 ｌ

＝ｍｎｘ，ξｉ＝［ξｉ１，…，ξｉｎｘ］
Ｔ，ａｉ＝∏

ｎｘ

ｊ＝１
ａｉｊ．

４．２　状态预测
假设在 ｋ时刻，已知后验概率密度函数 ｐ（Ｘｋ－１｜

Ｚ１：ｋ－１）服从Ｎ（^Ｘｋ－１｜ｋ－１，Ｐｋ－１｜ｋ－１）分布，那么首先对前一
时刻的协方差矩阵Ｐｋ－１｜ｋ－１进行Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解：

Ｐｋ－１｜ｋ－１＝Ｓｋ－１｜ｋ－１Ｓ
Ｔ
ｋ－１｜ｋ－１ （１５）

{并计算积分点集 χｉ，ｋ－１｜ｋ }－１
ｌ
ｉ＝１

χｉ，ｋ－１｜ｋ－１＝Ｓｋ－１｜ｋ－１ξｉ＋Ｘ^ｋ－１｜ｋ－１ （１６）
然后通过式（１０） {对积分点集 χｉ，ｋ－１｜ｋ }－１

ｌ
ｉ＝１传播得到预

测点集

χｉ，ｋ｜ｋ－１＝ｆ（χｉ，ｋ－１｜ｋ－１） （１７）
继而估计一步预测状态及其协方差

Ｘ^ｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｌ

ｉ＝１
ａｉχ


ｉ，ｋ｜ｋ－１ （１８）

Ｐｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｌ

ｉ＝１
ａｉχ


ｉ，ｋ｜ｋ－１χ

Ｔ
ｉ，ｋ｜ｋ－１－Ｘ^ｋ｜ｋ－１Ｘ^

Ｔ
ｋ｜ｋ－１

＋Φｋ－１Ｑｋ－１Φ
Ｔ
ｋ－１ （１９）

４．３　量测更新
首先对预测协方差矩阵进行Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解

Ｐｋ｜ｋ－１＝Ｓｋ｜ｋ－１Ｓ
Ｔ
ｋ｜ｋ－１ （２０）

{并计算一步预测状态积分点集 χｉ，ｋ｜ｋ }－１
ｌ
ｉ＝１

χｉ，ｋ｜ｋ－１＝Ｓｋ｜ｋ－１ξｉ＋Ｘ^ｋ｜ｋ－１ （２１）
以及通过量测函数传播得到量测积分点集
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Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１＝ｈ（χｉ，ｋ｜ｋ－１） （２２）
那么一步预测量测值

Ｚ^ｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｌ

ｉ＝１
ａｉＺｉ，ｋ｜ｋ－１ （２３）

和新息协方差矩阵及互协方差矩阵为

ＰＺＺ，ｋ｜ｋ－１＝∑
ｌ

ｉ＝１
ａｉＺｉ，ｋ｜ｋ－１Ｚ

Ｔ
ｉ，ｋ｜ｋ－１－Ｚ^ｋ｜ｋ－１Ｚ^

Ｔ
ｋ｜ｋ－１＋Ｒｋ

（２４）

ＰＸＺ，ｋ｜ｋ－１＝∑
ｌ

ｉ＝１
ａｉχｉ，ｋ｜ｋ－１Ｚ

Ｔ
ｉ，ｋ｜ｋ－１－Ｘ^ｋ｜ｋ－１Ｚ^

Ｔ
ｋ｜ｋ－１ （２５）

然后计算得到卡尔曼增益

Ｋｋ＝ＰＸＺ，ｋ｜ｋ－１Ｐ
－１
ＺＺ，ｋ｜ｋ－１ （２６）

同时更新状态与协方差

Ｘ^ｋ｜ｋ＝Ｘ^ｋ｜ｋ－１＋Ｋｋ（Ｚｋ－Ｚ^ｋ｜ｋ－１） （２７）
Ｐｋ｜ｋ＝Ｐｋ｜ｋ－１－ＫｋＰＺＺ，ｋ｜ｋ－１Ｋ

Ｔ
ｋ （２８）

最终，可根据式（６）将更新后的刚体状态估计 Ｘ^ｋ｜ｋ转换
为机器人状态 Ｘ^Ｒ，ｋ，从而得到每个机器人的位姿估计．

５　仿真实验与性能评估
　　为了对所提出的刚性约束模型及协同定位方法进
行评估，考虑如下两组仿真实验：实验一对使用无约束

运动模型和刚性约束运动模型所得到的航迹推算结果

进行对比，用以验证所提出模型是否具有漂移误差抑

制能力；实验二对基于不同模型和滤波器的协同定位

方法进行对比，并分别从定位精度和计算效率两方面

对实验结果进行分析．所有仿真实验均在 Ｗｉｎｄｏｗｓ１０
系统下进行，使用ＭＡＴＬＡＢＲ２０１７ａ搭建仿真环境，处理
器型号为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７６６００Ｕ３．２ＧＨｚ，８ＧＢ内存．
５．１　基于刚性约束模型的航迹推算性能评估

航迹推算是指利用机器人内部传感器测量出的运

动信息进行增量式推算，从而估计出机器人位姿的方

法．因其会受到量测噪声等不确定因素的影响，且没有
引入绝对参考信息，推算结果误差通常会随运动距离

不断累积，从而逐渐偏离真实运动轨迹．
为了测试所提出模型能否通过引入的刚性约束来

抑制漂移误差，基于３１中假设条件，实验一设计了两
个仿真场景，它们分别对应的两种运动模式可通过组

合产生满足假设条件的任意运动轨迹．场景１为两机器
人并排直线运动，在此运动过程中，刚体姿态不会发生

变化．两机器人在笛卡尔坐标系下的初始位置分别为
（２ｍ，０ｍ）和（０ｍ，２ｍ），初始方位角 θ为４５°，运动线速
度０２５ｍ／ｓ，运动时间１００ｓ．而在场景２下刚体的姿态
会发生变化，两机器人运动角速度相同，但线速度不同．

两机器人初始位置分别（ 槡２２ｍ，１ｍ）和（０ｍ，１ｍ），沿顺

时针方向运动，它们的线速度分别为（槡２π／５０）ｍ／ｓ和

（槡２π／２５）ｍ／ｓ，角速度均为（π／１００）ｒａｄ／ｓ，持续运动

１００ｓ．上述 实验 中，过程噪 声方 差分别为 σ２ｖ ＝
（００１２５ｍ／ｓ）２和 σ２ω ＝（００３５７ｒａｄ／ｓ）

２，采样频率为

１０Ｈｚ，刚性约束距离均为 槡２２ｍ．
这里我们定义单个机器人在 ｋ时刻的绝对距离误

差为：

ｅｉ，ｋ＝ （^ｘｉ，ｋ－ｘ
ｒｅｆ
ｉ，ｋ）

２＋（^ｙｉ，ｋ－ｙ
ｒｅｆ
ｉ，ｋ）槡

２ （２９）
其中（^ｘｉ，ｋ，^ｙｉ，ｋ）和（ｘ

ｒｅｆ
ｉ，ｋ，ｙ

ｒｅｆ
ｉ，ｋ）分别为第 ｉ个机器人在导航

坐标系下的估计位置和参考位置，那么多机器人系统

定位误差可定义为：

ｅｋ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ，ｋ （３０）

其中Ｎ为机器人的总数．图３为两场景下进行５０次蒙
特卡罗仿真后得到的航迹推算平均误差图，采用独立

运动模型与刚性约束模型推算得出的定位误差都会随

着运动距离增加而逐渐累积，但后者在单位时间内具

有更小的状态转移误差，这主要是因为该模型能够通

过刚性约束将漂移误差均匀分配给每个机器人．因此，
本文提出的刚性约束模型能够有效减缓航迹推算累积

误差的增长速度．

５．２　基于刚性约束的双机器人 ＱＫＦ协同定位实验
与评估

从实验一的性能对比结果可知，航迹推算仅利用

了运动模型，会导致定位误差随运动距离不断增加．考
虑到协同定位能够有效利用机器人之间的相对量测信
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息来对累积误差进行补偿，从而改善多机器人整体定

位精度，实验二将对所提出基于刚性约束的 ＱＫＦ协同
定位方法进行仿真验证．此外，实验二还添加一个新的
仿真场景（场景３），其中两机器人的初始位置分别为
（５ｍ，３ｍ）和（３ｍ，５ｍ），初始方位角均为４５°．与场景１
和２不同的是，该场景内的机器人线速度和角速度的变
化量是随机的，因此每次实验会得到不同的运动轨迹．

为充分验证所提出算法的优越性，在三个仿真场

景下分别对以下几种协同定位方法进行性能评估：

（１）ＲＣＭＱＫＦ即本文提出的基于刚性约束模型
（ＲｉｇｉｄＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＭｏｄｅｌ，ＲＣＭ）和ＱＫＦ的协同定位方法．

（２）ＵＭＥＫＦ［１２］是使用无约束模型（Ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
Ｍｏｄｅｌ，ＵＭ），并结合 ＥＫＦ进行位姿估计的协同定位
方法．

（３）ＵＭＱＫＦ为基于ＵＭ和ＱＫＦ的协同定位方法．
在使用无约束模型的协同定位方法中，相对距离

和相对方位的量测噪声方差分别为 σ２ｄ＝（００８ｍ）
２和

σ２α＝（００５ｒａｄ）
２；在基于刚性约束模型的方法中，用于

测量刚体姿态的角度传感器量测噪声方差为 σ２γ＝
（００５ｒａｄ）２．所有量测数据更新频率均为１Ｈｚ，ＱＫＦ中
的高斯厄米特求积分点数取 ｍ＝３个．Ｒｏｕｍｅｌｉｏｔｉｓ
等［２１］通过线性可观性分析指出，仅使用相对量测的多

机器人协同定位系统是不可观的，但是可以通过提供

其中部分机器人的全局信息来使得系统可观．为了保
证滤波器的收敛，本实验假设机器人 Ｒ１能够得到绝对
位置量测（可通过 ＧＰＳ、无线传感器网络定位等方式获
得），其在ｘ轴和ｙ轴方向上的量测噪声方差 σ２ｘｏｂｓ＝σ

２
ｙｏｂｓ

＝（００１ｍ）２．
本实验在场景１和２的定位轨迹及误差结果如图

４、５所示．与５１中航迹推算相比，协同定位方法使定
位误差得到了显著改善．此外从图中可知，尽管只引入
了单个机器人的绝对量测信息，但每个机器人的漂移

误差均得到了抑制，表明该信息可被协同定位充分利

用从而使得所有机器人受益．
图６展示了场景１～３中经过５０次蒙特卡罗仿真

后得到的平均定位误差，并根据式（３１）（Ｓ为每次仿真
的总采样次数，Ｎ为机器人个数）分别计算出它们的均
方根误差（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ），以对不同定
位方法性能进行进一步量化（如表１所示）．

ＲＭＳＥ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１

１
Ｓ∑

Ｓ

ｋ＝１
（^ｘｉ，ｋ－ｘ

ｒｅｆｉ，ｋ）２＋（^ｙｉ，ｋ－ｙ
ｒｅｆｉ，ｋ）[ ]

槡
２

（３１）
从表１结果可知，ＲＣＭＱＫＦ具有最高的定位精度，

平均ＲＭＳＥ为００４２５ｍ．ＵＭＥＫＦ定位误差最大，其平
均ＲＭＳＥ为０１１７６ｍ，而ＵＭＱＫＦ较ＵＭＥＫＦ具有更高

的定位精度，平均 ＲＭＳＥ为００７６９ｍ，这是由于 ＱＫＦ的
滤波精度高于 ＥＫＦ进而带来定位精度的改善．但是，
ＵＭＱＫＦ协同定位误差仍高于 ＲＣＭＱＫＦ，ＲＣＭＱＫＦ定
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位精度较 ＵＭＥＫＦ和 ＵＭＱＫＦ分别提高了 ６３９％和
４４７％．由此表明，所提出的刚性约束模型在使用相同

滤波器的情况下，可有效提高协同定位精度．

表１　协同定位结果ＲＭＳＥ对比

实验场景
均方根误差（ｍ）

ＵＭＥＫＦ ＵＭＱＫＦ ＲＣＭＱＫＦ
场景１ ０．１０９２ ０．０８０３ ０．０３４７
场景２ ０．１１８４ ０．０６７３ ０．０５５７
场景３ ０．１２５３ ０．０８３１ ０．０３７１
均值 ０．１１７６ ０．０７６９ ０．０４２５

５．３　计算复杂度分析
协同定位既要满足任务定位精度的需求，同时在实

际应用中还要保证较高的计算效率以满足实时性需求．
因此，计算效率被认为是衡量定位算法性能的另一个重

要指标．为了评估不同协同定位方法的计算效率，我们首
先通过时间复杂度分析对三种方法进行定性评估，然后

根据仿真实验统计数据对计算复杂度进行量化．
ＵＭＥＫＦ使用传统 ＥＫＦ对状态进行递归估计，其

时间复杂度为Ｏ（ｎ３ｘ）
［２２］，其中 ｎｘ为状态向量维数．ＵＭ

ＱＫＦ和ＲＣＭＱＫＦ则使用 ＱＫＦ进行滤波，在 ｍ点 ＱＫＦ
中， {积分点向量与权值集合 ξｉ，ａ}ｉ

ｌ
ｉ＝１（ｌ＝ｍ

ｎｘ）中的元

素数量随状态维数的增加呈指数级增长，其时间复杂

度为Ｏ（ｍｎｘｎ２ｘ）
［２３］．在本文实验中，ＵＭＥＫＦ和 ＵＭＱＫＦ

的待估计状态量均为６个，ＲＣＭＱＫＦ则只需估计４个
状态量，ＵＭＱＫＦ和 ＲＣＭＱＫＦ均使用３点 ＱＫＦ，三种
方法的时间复杂度如图７所示．从图中可以看出，ＲＣＭ
ＱＫＦ的时间复杂度介于 ＵＭＱＫＦ和 ＵＭＥＫＦ之间，但
远小于ＵＭＱＫＦ，其通过状态降维可对时间复杂度进行
显著改善．

为了进一步对上述几种协同定位方法的计算效率

进行定量分析，我们对５２实验中每次蒙特卡罗仿真的
平均计算时间进行了统计（如表２所示）．

由表 ２可知，在基于无约束模型的协同定位中，
ＵＭＱＫＦ的计算时间远远大于 ＵＭＥＫＦ，约为它的 ７５
倍，虽然ＥＫＦ较 ＱＫＦ具有更低的计算复杂度，但由于
ＥＫＦ的高效率是通过牺牲滤波精度得到的，因此，在一

些对定位精度要求较高的任务中难以满足应用需求．
在使用ＱＫＦ的协同定位方法中，基于刚性约束模型的
协同定位方法计算速度约为无约束模型的６３倍，这是
本文所提出的 ＲＣＭＱＫＦ利用约束条件对待估计状态
量进行降维实现的，更重要的是，ＲＣＭＱＫＦ的定位误
差比ＵＭＱＫＦ更小，实现了速度与精度的双重提高．

表２　不同协同定位方法计算时间对比

实验场景
平均计算时间（ｓ）

ＵＭＥＫＦ ＵＭＱＫＦ ＲＣＭＱＫＦ
场景１ ０．０４９０ ３．６９４６ ０．５８４８
场景２ ０．０５０１ ３．７３８０ ０．５９６３
场景３ ０．０５０６ ３．７５８０ ０．５９６６
均值 ０．０４９９ ３．７３０２ ０．５９２６

　　综上所述，ＲＣＭＱＫＦ在不同场景下的定位精度均
优于ＵＭＥＫＦ和ＵＭＱＫＦ，其最大优势为能够在保证定
位精度同时，具有较高的计算效率，实验和性能对比结果

验证了所提出刚性约束模型及协同定位方法的优越性．

６　结论
　　针对双移动机器人协作搬运任务中现有协同定位
方法难以同时兼顾定位精度和计算效率的问题，本文

首先提出一种基于刚性约束的双机器人系统模型．与
传统无约束模型相比，该模型充分利用刚性约束条件
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并将定位误差分散至每个机器人，从而减缓了航迹推

算累积误差的增长速度．在此刚性约束模型的基础上，
提出了一种基于高斯厄米特求积分卡尔曼滤波器的协
同定位方法．该方法巧妙利用刚性约束条件以实现待
估计状态量的有效降维，更重要的是可摆脱对外部传

感器的数据信息依赖，便于实际应用．仿真结果表明，
所提出的协同定位方法能在保证定位精度的前提下，

显著降低计算复杂度，从而有助于将其应用到实际应

用条件下的多机器人实时协同定位中．未来将进一步
研究如何兼容不同类型约束条件的协同定位方法，以

提高其通用性与普适性．
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